
Spiral cylindrique
avec courbes terminales

Courbes formées d'un arc de cercle

Perturbations dues à l'inertie du spiral 

Spiral cylindrique avec courbes terminales en arc de cercle

Perturbations causées par l'inertie du spiral

Caractéristiques du spiral

Référence :C:\Résonateur (TA)\Data\Bal_spiral cylindrique (ex num).mcd(R)

Dimensions ép 0.09mm= ha 0.334mm= S 0.03mm
2

= R0 5mm= TOL 10
12−

:=

Elinvar ρs 8 10
3

× m
-3
kg⋅= E 1.7 10

11
× Pa= G 6.538 10

10
× Pa=

Partie cylindrique ns 10.15:= ψ0 ns 360⋅ deg⋅:= ψ0 3.654 10
3

× deg= L R0 ψ0⋅:= L 318.872mm=

Forme du spiral en fonction de l'élongation du balancier ψ θ( ) ψ0 θ+:= R θ( )
L

ψ θ( )
:=

x α θ,( ) R θ( ) cos α( )⋅:= y α θ,( ) R θ( ) sin α( )⋅:= s α θ,( ) R θ( ) α⋅:=

Calcul de la variation du moment d'inertie pour la partie cylindrique

ρ α θ,( ) R θ( )
2 R θ( )

4

s α θ,( )
2

+:= ρ α θ,( ) R θ( ) 1
1

α
2

+⋅:=

Js θ( )
ms

L
3

0

ψ θ( )

αρ α θ,( )
2
s α θ,( )

2
⋅ R θ( )⋅

⌠

⌡

d⋅:= Js 0( ) 6.466mg cm
2

⋅= Js θ0( ) 5.606mg cm
2

⋅=

Js θ( )
ms L

2
⋅

ψ θ( )
2

1

3

1

ψ θ( )
2

+








⋅:= Js 0( ) 6.466mg cm
2

⋅= Js θ0( ) 5.606mg cm
2

⋅=

Par développement en série n 0 2, 6..:=

A θ n,( )
n 1+

3 ψ θ( )
n 2+

⋅
1

0.5 n⋅ 1+( ) n 3+( )⋅

ψ θ( )
2

+








⋅:=

A θ( ) A θ 0,( ) 0 A θ 2,( ) 0 A θ 4,( ) 0 A θ 6,( )( )
T

:=
Jds θ( ) ms L

2
⋅

n

A θ( )n θ
n

⋅



∑⋅:=

A θ0( )T 7.111 10
5−

× 0 4.555 10
8−

× 0 0 0 0( )=

θm 0 deg⋅ 10 deg⋅, 300 deg⋅..:=
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Spiral cylindrique
avec courbes terminales

Courbes formées d'un arc de cercle

Perturbations dues à l'inertie du spiral 

Perturbation de marche

Moment d'inertie du balancier Jb 434.68mg cm
2

⋅=

Calcul de la perturbation de marche par intégration numérique

δJs θ0( ) 1

2 π⋅ Jb⋅ 0

π

ϕJs θ0 cos ϕ( )⋅( )
⌠

⌡

d⋅:= δJs θ0( ) 7.4991 10
3−

×= µJs θ0( ) 86400− δJs θ0( )⋅:=

δJs 0( ) 7.438 10
3−

×= µJs θ0( ) 648−=

Selon Haag:

f θ0( )
n

n 1+( )!

n

2







!









2

θ0

2 ψ0⋅









n

⋅












∑:= g θ0( )
n

n 1+( )!
n

2
1+









⋅ n 3+( )⋅

n

2







!









2

θ0

2 ψ0⋅









n

⋅















∑:=

δhJs θ0( )
ms L

2
⋅

6 Jb⋅ ψ0
2

⋅
f θ0( )

g θ0( )
ψ0

2
+









⋅:= δhJs θ0( ) 7.4991 10
3−

×= µhJs θ0( ) 86400− δhJs θ0( )⋅:=

δhJs 0( ) 7.4376 10
3−

×= µhJs θ0( ) 648−=

Approximativement

δhaJs θ0( )
ms L

2
⋅

6 Jb⋅ ψ0
2

⋅
1

3

2

θ0
2

ψ0
2

⋅+










⋅:= δhaJs θ0( ) 7.493 10
3−

×= µhaJs θ0( ) 86400− δhaJs θ0( )⋅:=

δhaJs 0( ) 7.4321 10
3−

×= µhaJs θ0( ) 647−=
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8

6

4

2

0

µJs θm( ) µJs 0( )−

µhJs θm( ) µhJs 0( )−

µhaJs θm( ) µhaJs 0( )−

θm

deg

µJs 0( ) 642.61−=

Résolution de l'équation différentielle du mouvement

I θ( ) Jb Js θ( )+:= b θ( )
1

2 I θ( )⋅ θ
Js θ( )

d

d
⋅:= c θ( )

C

I θ( )
:= tf 4 T0⋅

1

sec
⋅:= tf 1.6=

y
2

50









:= D t y,( )

y1

b y0( )− y1( )2⋅ c y0( ) sec2⋅ y0⋅−











:= ω0 ω0 sec⋅:= D1 t y,( )

y1

ω0
2

− y0⋅











:=

Θ rkfixe y 0, tf, 400, D,( ):= t Θ
0〈 〉

:= θ Θ
1〈 〉

:= Z rkfixe y 0, tf, 400, D1,( ):= θ1 Z
1〈 〉

:=
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Spiral cylindrique
avec courbes terminales

Courbes formées d'un arc de cercle

Perturbations dues à l'inertie du spiral 
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Influence de l'inertie de courbes terminales circulaires

Courbe terminale de Phillips

r0 0.827 R0⋅:= β0 242.42 deg⋅:= lt r0 β0⋅:= lt 17.5mm= ε
lt

L
:= ε 0.055= Lt L 2 lt⋅+:=

Inertie de la partie cylindrique du spiral

ψ θ( ) ψ0 θ
L

Lt
⋅+:= R θ( )

L

ψ θ( )
:= ρ α θ,( ) R θ( ) 1

1

α
2

+⋅:=

Jsc θ( )
ms

Lt
3

lt

L lt+

sR θ( )
2
s
2

⋅ R θ( )
4

+( )⌠

⌡

d⋅:=
Jsc θ0( ) 4.88mg cm

2
⋅=

Jsc θ( )
ms L

5
⋅

Lt
3

1 3 ε⋅+ 3 ε
2

⋅+

3 ψ θ( )
2

⋅

1

ψ θ( )
4

+








⋅:= Jsc θ0( ) 4.88mg cm
2

⋅=

Inertie de la courbe terminale externe ε t
lt

Lt
:= β t θ( ) β0 ε t θ⋅+:= rt θ( )

lt

β t θ( )
:=

ρ α θ,( ) rt θ( ) 1
4

α
2
sin

α

2









2

⋅+
4

α
sin

α

2









⋅ cos
α

2









⋅−⋅:= st α θ,( ) rt θ( ) α⋅:=

Jst θ( )
ms

Lt
3

0

β t θ( )

αρ α θ,( )
2
st α θ,( )

2
⋅ rt θ( )⋅

⌠

⌡

d⋅:= Jst θ0( ) 6.514 10
4−

× mg cm
2

⋅=

Jst θ( ) ms Lt
2

⋅ ε t
5

⋅
1

3 β t θ( )
2

⋅
2

1 cos β t θ( )( )+

β t θ( )
4









⋅+ 4
sin β t θ( )( )
β t θ( )

5
⋅−









⋅:= Jst θ0( ) 6.514 10
4−

× mg cm
2

⋅=

Inertie de la courbe terminale interne ε t
lt

Lt
:= β t θ( ) β0 ε t θ⋅+:= rt´ θ( )

lt

β t θ( )
:=

ρ2 αt´ θ,( ) R θ( ) rt´ θ( )−( )2 rt´ θ( )
2

+ 2 rt´ θ( )⋅ R θ( ) rt´ θ( )−( )⋅ cos αt´( )⋅+:= st´ αt´ θ,( ) L lt+ rt´ θ( ) αt´⋅+:=

B θ( )
2 ε⋅

β t θ( ) ψ θ( )⋅

2 ε
2

⋅

β t θ( )
2

−










:= A θ( )
1

ψ θ( )
2

B θ( )−:=
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Spiral cylindrique
avec courbes terminales

Courbes formées d'un arc de cercle

Perturbations dues à l'inertie du spiral 

Jst´ θ( )
ms

Lt
3

0

β t θ( )

αt´ρ2 αt´ θ,( ) s αt´ θ,( )2⋅ rt θ( )⋅
⌠

⌡

d⋅:= Jst´ θ0( ) 5.28 10
4−

× mg cm
2

⋅=

Jst´ θ( )
ms L

2
⋅

Lt
3

Lt lt−

Lt

st´A θ( ) B θ( ) cos
st´ Lt− lt+

rt´ θ( )









⋅+







st´
2

⋅
⌠

⌡

d⋅:= Jst´ θ0( ) 0.53mg cm
2

⋅=

Jst´ θ( )
ms rt´ θ( )⋅ L

2
⋅

Lt
3

0

β t θ( )

αt´A θ( ) B θ( ) cos αt´( )⋅+( ) Lt lt− rt´ θ( ) αt´⋅+( )2⋅
⌠

⌡

d⋅:= Jst´ θ0( ) 0.53mg cm
2

⋅=

Jst´ θ( ) ms L
2

⋅
ε t

β t θ( )
B θ( )⋅ 1 2

ε t
2

β t θ( )
2

⋅−









sin β t θ( )( )⋅ 2

ε t

β t θ( )
⋅ cos β t θ( )( ) 1− ε t+( )⋅+











⋅










⋅:=

Jst´ θ( ) Jst´ θ( ) ms L
2

⋅ A θ( )
3 ε t⋅ 3 ε t

2
⋅− ε t

3
+

3
⋅







⋅+:= Jst´ θ0( ) 0.53mg cm
2

⋅=

Jt θ( ) Jsc θ( ) Jst θ( )+ Jst´ θ( )+:= Jt θ0( ) 5.411mg cm
2

⋅=

0 2 4 6
1 .10 10

5 .10 11

0

Jsc θm( ) Jsc 0( )−

Jt θm( ) Jt 0( )−

θm

Perturbation de période

δJt θ0( ) 1

2 π⋅ Jb⋅ 0

π

ϕJt θ0 cos ϕ( )⋅( )
⌠

⌡

d⋅:= µJt θ0( ) 86400− δJt θ0( )⋅:=

0 50 100 150 200 250 300
8

6

4

2

0

µJs θm( ) µJs 0( )−

µJt θm( ) µJt 0( )−

θm deg
1−

⋅

µJs 0( ) 642.61−=

µJt 0( ) 610.627−=

µJs θ0( ) 647.918−=

µJt θ0( ) 614.71−=
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Perturbations dues à l'inertie du spiral 

tf 1.6=
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